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Важливе місце серед задач термопружності займає плоска проблема теорії 
пружності, яка отримана із загальної тривимірної задачі, після викорис-
тання гіпотез плоского напруженого стану для тонких пластин. У двовимі-
рній постановці ця задача набула широкого поширення під час дослідження 
впливу температурних навантажень на напружений стан тонких термо-
чутливих пластин. У статті запропоновано загальний тривимірний розв'я-
зок статичної задачі термопружності у формі, зручній для практичного 
застосування. Для його побудови до раніше знайденого автором загального 
розв'язку рівнянь Ляме через три гармонічні функції добавлено частковий 
розв'язок неоднорідного рівняння – термопружний потенціал переміщень. 
Показано що використання запропонованого розв'язку дозволяє задовольни-
ти співвідношення статичної тривимірної теорії термопружності і крайо-
ві умови та побудувати замкнуту систему рівнянь у частинних похідних на 
введені двовимірні функції без використання гіпотез про плоский напруже-
ний стан пластини. Термопружний напружений стан тонкої або товстої 
пластини розділений на дві частини: перша враховує тепловий вплив, викли-
каний зовнішнім нагріванням і внутрішніми джерелами тепла; друга визна-
чається симетричними силовими навантаженнями. Термопружні напру-
ження виражені через деформації і відому температуру. Використано по-
дання тривимірного термопружного напружено-деформованого стану і 
точно задоволено нульові крайові умови на зовнішніх плоских поверхнях пла-
стини. Це дозволило показати, що введені двовимірні функції будуть гармо-
нічними. Після інтегрування по товщині пластини вздовж нормалі до сере-
динної поверхні виражено нормальні і зсувні зусилля через три невідомі дво-
вимірні функції. Тривимірний напружений стан симетрично навантаженої 
термочутливої пластини спрощено до двовимірного стану. При цьому зве-
денні використано тільки гіпотезу, що перпендикулярні серединній поверхні 
нормальні напруження є незначними в порівнянні із повздовжніми та попе-
речними напруженнями. Переміщення і напруження в пластині виражено 
через дві двовимірні гармонічні функції і частковий розв'язок, який визнача-
ється заданою температурою на поверхнях пластини. Введені гармонічні 
функції визначаються із крайових умов на бічній поверхні товстої пластини. 
Запропонована методика дає змогу розв’язок тривимірних крайових задач 
для товстих термочутливих пластин зводити до двовимірного випадку. 
Ключові слова: товста термопружна пластина, термочутливий матеріал, 
напружений стан. 
Вступ 
Тонкі і товсті пластини, до яких прикладені силові навантаження і для яких задані температурні 
поля і внутрішні джерела тепла, широко використовують в енергетичному машинобудуванні, техноло-
гічних та інженерних конструкціях [1–3]. У працях [2, 4] зроблено огляд літератури з подання рівнянь 
плоскої теорії термопружності з використанням гіпотез плоских напружень для тонких пластин.  
Мета роботи полягає у розробці ефективного математичного підходу для зведення тривимір-
ної термопружної рівноваги пластин, які знаходяться під впливом силових та температурних наван-
тажень, до дослідження двовимірних рівнянь простого вигляду без накладання додаткових обмежень 
на компоненти напружень і значення термопружних характеристик матеріалу. 
Формулювання задачі і подання розв’язку 
Розглянемо тривимірну статичну термопружну задачу для товстої пластини товщини h, сере-
динна поверхня якої займає область S з контуром L і лежить на площині Oxy  декартової системи коор-
динат: zxyxxx =,=,= 321 . Припустимо, що на обох плоских поверхнях пластини ( jhz = , /21 hh = , 
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/22 hh −= ) відсутні нормальні і дотичні навантаження, а задані тільки температури 
+− = TT , де знаки 
«+», «–» відповідно описують функції на верхній 1hz =  або нижній 1hz −=  поверхнях. Вважатимемо, 
що функція температури ),,( zyxT  відома, а на бічній поверхні пластини, яка відповідає контуру L, за-
дані крайові умови в напруженнях. Розглянемо симетричний стиск-розтяг вздовж серединної поверхні 
товстої термочутливої пластини 
 ),,(),,( zyxuzyxu ii =− , 2,1=i ,  ),,(),,( 33 zyxuzyxu −=− , (1) 
де iu  – переміщення у напрямку відповідних осей. Із умов (1) випливає, що нормальні напруження 
будуть симетричні: ( ) ( )zyxzyx jj ,,,, σ=−σ , 3,1=j . Термопружні напруження для задачі (1) виразимо 
через деформації [1, 3] 





















 – об'ємне розширення, 321= σ+σ+σΘ . 
Співвідношення (2) підставимо у рівняння рівноваги і запишемо рівняння стаціонарної тер-














+∇ν− 12=)2(1 2 ,  1,3=k , (3)  



















∇ , (4)  
де ν – коефіцієнт Пуассона, α – коефіцієнт теплового розширення, а відома температура ),,( zyxT  за-
довольняє рівняння (4). 
Подамо частковий розв’язок рівняння (3), який дістав назву термопружного потенціалу пере-



























12 . (6)  
Загальний розв’язок рівняння (6), частковий розв’язок якого враховує вплив відомої темпера-
тури, матиме вигляд 


















Додамо до розв’язку рівнянь Ляме [5, 6] співвідношення (5), (7) і одержимо загальний 





























uz , (8)  
де ( ) Ψ+Ωβ+Φ= zP ; Φ, Ψ, Q –тривимірні гармонічні функції переміщень, Ω, T – відомі гармонічні 

























=∆  – двовимірний оператор Лапласа.  
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З умов (2), (8) випливає, що функції P, Ψ, Q, T будуть парними відносно змінної z, а функція 



























, +− Φ−=Φ . (10) 
Врахуємо подання переміщень (8) і знайдемо деформації, а згідно з формулою (2) визначимо 

























































































































j ,   2,1=j  (12)  
напружень, де )1(2/ ν+= EG , E − модулі зсуву і Юнга. Виразимо об’ємне розширення і суму норма-
льних напружень Θ  





















E . (13)  
На поверхнях пластини задамо тривимірні крайові умови 
 0),,(3 =σ jhyx ,  0),,(3k =τ jhyx ,  2,1, =kj . (14)  
Підставимо рівняння (11) у співвідношення (14), врахуємо співвідношення (10), (13) і те, що 

















































,  2,1=j . (16) 
Врахуємо співвідношення (15) і спростимо рівняння (16) 















++ ,  2,1=j . (17) 
Із рівнянь (17) випливають такі умови гармонічності на введені функції: 
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Використаємо співвідношення (10), (11), (15) і виразимо зусилля в пластині. Для цього підс-































































































































TdzT . Після інтегрування рівняння (9), врахування 





, +Φ   
 +Φν−−=∆ )1(4
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Співвідношення (20) узгоджені з виразами (19) і співпадають із ключовими рівняннями плос-
кого напруженого стану [5, 7].  
Відзначимо, якщо у рівняння рівноваги пластини в зусиллях [7] підставити співвідношення (19), 
то одержимо рівняння в часткових похідних четвертого порядку  
 ( ) +∆Ων−β=∆∆ 14~P . (21) 
Рівняння (21) також випливає із одержаних співвідношень (18), (20). 
Подання термопружних напружень через гармонічні функції 








h , (22) 
де φ – невідома гармонічна функція. Використаємо вираз (22), співвідношення (17) між гармонічними 











4 . (23) 





















−= , (24) 
де 1ω  – частковий розв'язок рівняння 
+Ω=ω∆ 21h ; jg  – гармонічні функції, які можна подати 


























hg 1,1 21 , (25) 
ψφ,  – гармонічні функції. 
Підставимо функції (22), (24), (25) у співвідношення (19), виразимо зусилля через введені фу-
нкції і побачимо, що функція φ  не входить у подання зусиль (20), так що її можна не враховувати.  
Отже, функції (24) набудуть такого вигляду: 







































h ,   (26) 
де функції +Ωω ,1  описують вплив температури на напружений стан пластини, а гармонічні функції 
φ, ψ відповідають плоскому напруженому стану [5]. 
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Виразимо зусилля, які залежать тільки від температури. Для цього в співвідношення (19) під-


























2112 . (27) 
Використаємо подання напружень в плоскій задачі [5], співвідношення (27) і запишемо зага-






















































































2 .  
Гармонічні функції φ, ψ визначимо із крайових умов (14), заданих на бічній поверхні пласти-
ни, які після інтегрування зведемо до умов на контурі L області S. Використаємо напруження (28) і 
запишемо крайові умови згідно з [5, 7]  
 nLxyxy σ=θτ+θσ+θσ |}2sincossin{





[ , (29) 























Переміщення і деформації в пластині знайдемо після усереднення формул (8). 
Одержані вирази напружень (28) і крайові умови (29) дають змогу розв’язувати різноманітні 
крайові задачі для товстих термопружних пластин.  
Висновки 
На основі тривимірної теорії пружності побудована, без використання гіпотез про нульові до-
тичні та нормальні напруження всередині пластини, двовимірна теорія тонких і товстих термопруж-
них пластин, навантажених тільки на їх бічних сторонах симетрично і паралельно серединній повер-
хні. Встановлено: знайдені напруження і переміщення точно дорівнюють відповідним усередненим 
значенням тривимірної теорії термопружності; із одержаних формул випливають подання напружень 
плоскої задачі теорії пружності.  
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Аналитическое решение задачи симметричного термонапряженного состояния  
толстых пластин на основе трехмерной теории упругости  
В. П. Ревенко  
Институт прикладных проблем механики и математики им. Я. С. Подстригача НАН Украины,  
79060, Украина, г. Львов, ул. Научная, 3-б 
Важное место среди задач термоупругости занимает плоская проблема теории упругости, полученная из 
общей трехмерной задачи, после использования гипотез плоского напряженного состояния для тонких пластин. В 
двухмерной постановке эта задача получила широкое распространение при исследовании влияния температурных 
нагрузок на напряженное состояние тонких термочувствительных пластин. В статье предложено общее трех-
мерное решение статической задачи термоупругости в форме, удобной для практического применения. Для его 
построения в ранее найденное автором общее решение уравнений Ламе через три гармонические функции добавлено 
частное решение неоднородного уравнения – термоупругий потенциал перемещений. Показано что использование 
предложенного решения позволяет удовлетворить соотношение статической трехмерной теории термоупруго-
сти и краевые условия и построить замкнутую систему уравнений в частных производных на введенные двухмер-
ные функции без использования гипотез о плоском напряженном состоянии пластины. Термоупругое напряженное 
состояние толстой или тонкой пластины разделено на две части: первая учитывает тепловое воздействие, вы-
званное внешним нагревом и внутренними источниками тепла; вторая определяется симметричной силовой на-
грузкой. Термоупругие напряжения выражены через деформации и известную температуру. Использовано пред-
ставление трехмерного термоупругого напряженно-деформированного состояния и точно удовлетворены нулевые 
краевые условия на внешних плоских поверхностях пластины. Это позволило показать, что введенные двухмерные 
функции будут гармоническими. После интегрирования по толщине пластины вдоль нормали к срединной поверхно-
сти выражено нормальные и сдвигающие усилия через три неизвестные двухмерные функции. Трехмерное напря-
женное состояние симметрично нагруженной термочувствительной пластины упрощено к двухмерному состоя-
нию. Для этого использовали только гипотезу, что перпендикулярные срединной поверхности нормальные напря-
жения незначительны по сравнению с продольными и поперечными напряжениями. Перемещение и напряжения в 
пластине выражено через две двухмерные гармонические функции и частное решение, которое определяется за-
данной температурой на поверхностях пластины. Введенные гармонические функции определяются из краевых 
условий на боковой поверхности толстой пластины. Предложенная методика позволяет решение трехмерных 
краевых задач для толстых термочувствительных пластин свести к двухмерному случаю. 
Ключевые слова: толстая термоупругая пластина, термочувствительный материал, напряженное 
состояние. 
 
